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• Rappel : en toute généralité, la rationalité d'une dé
ision dépend des opportunités, desdésirs et des 
royan
es. Question : Comment représenter les désirs de l'agent i.e. la façondont il évalue les 
onséquen
es des di�érentes a
tions possibles et 
es a
tions elles-mêmes ?La théorie de la dé
ision retient une relation 
omparative (entre 
onséquen
es ou a
tions),les préféren
es.Notation 1

• préféren
es larges : a � b :(Pierre préfère �largement� a à b ; Pierre estime que a est au moins aussi bonne que b)
• préféren
es stri
tes : a ≻ b :(Pierre préfère �stri
tement� a à b ; Pierre estime que a est stri
tement meilleure que b)
• indi�éren
e a ∼ b :(Pierre est indi�érent entre a et b ; Pierre estime que a et b ont la même valeur)

• Interprétation : Les préféren
es sont généralement 
onçues 
omme des états men-taux de l'agent. En tant que telles, elles ne sont pas dire
tement observables par le mo-délisateur, qui doit les inférer à partir du 
omportement de l'agent. Elles sont néanmoins
ensées entretenir des relations extrêmement étroites ave
 le 
omportement observable :typiquement, on suppose que si un agent préfère x à y et qu'il a le 
hoix entre les deux,alors il 
hoisira x. Les préféren
es sont don
 
onçues 
omme des déterminants immédiatsde l'a
tion.Les préféren
es sont 
ensées intégrer toutes les 
onsidérations pertinentes pour l'évalua-tion (
omparative) des a
tions (ou de leurs 
onséquen
es) ; on peut les 
onsidérer 
ommedes évaluations globales.
• La théorie de la dé
ision impose 
ertaines 
onditions de rationalité sur les préfé-ren
es. Par exemple,si a ≻ b, alors ¬(b ≻ a)si a ≻ b, alors ¬(a ∼ b)Remarque : De telles situations peuvent ne pas être irrationnelles si l'agent 
hange dedésirs. L'hypothèse ta
ite sur laquelle repose la théorie des préféren
es est que la relation depréféren
e est une représentation instantanée des désirs de l'agent : ses désirs à un instantdonné.
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• Nous allons maintenant dé�nir 
e que l'on 
onsidère en général 
omme des préféren
esrationnelles - on dit parfois également des préféren
es 
ohérentes. On va le faire sur lespréféren
es larges. Il y a 2 
onditions de rationalité qui pèsent sur les préféren
es larges :Dé�nition 1 (Préféren
es rationnelles)Une relation de préféren
e large � sur X est rationnelle si(i) elle est transitive : ∀x, y, z si x � y et y � z alors x � z(ii) elle est 
omplète : x � y ou y � xRemarque : il suit de la Dé�nition qu'une relation de préféren
e rationnelle est ré�exive :

∀x, x � x.Dé�nition 2Soit � une relation de préféren
e large ;
• la relation de préféren
e stri
te asso
iée ≻ est le résidu asymétrique de � : x ≻ y ssi

x � y et ¬(y � x)

• la relation d'indi�éren
e asso
iée ∼ est le résidu symétrique de � : x ∼ y ssi x � yet y � xProposition 1Si � est une relation de préféren
e rationnelle, alors(a) la relation de préféren
e stri
te asso
iée ≻ est (i) irré�exive (∀x, ¬(x ≻ x)), (ii)transitive (∀x, y, z si x ≻ y et y ≻ z alors x ≻ z), (iii) asymétrique (∀x, y ∈ C, si
xRy, alors ¬(yRx)), (iv) négativement transitive ( ∀x, y, z ∈ X, ¬(xRy) et ¬(yRz)
⇒ ¬(xRz))(b) la relation d'indi�éren
e asso
iée ∼ est (i) ré�exive, (ii) transitive, (iii) symétrique(∀x, y, si x ∼ y alors y ∼ x)Preuve (sket
h). (a-iii) Asymétrie. Supposons que x ≻ y ; alors ¬(y � x) don
 ¬(y ≻ x).(a-iv) Transitivité négative. Supposons que ¬(x ≻ y) et ¬(y ≻ z). Alors ¬(x � y) ou

y � x. Etant donné que � est totale, 
ela équivaut simplement à y � x. De la même façon,on a z � y. Par transitivité de �, on obtient don
 z � x. Par dé�nition de ≻, 
ela su�t à
e que l'on ait ¬(x ≻ z). ♠
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• Nous avons parlé de préféren
es rationnelles pour désigner des préféren
es 
omplèteset transitives. On 
onsidère en e�et souvent que 
e sont des 
onditions de rationalité (onparle aussi parfois de �
ohéren
e�) sur les préféren
es : on doit avoir des préféren
es tran-sitives et 
omplètes. Dans 
ette se
tion, nous allons dis
uter la for
e normative de la tran-sitivité : la rationalité requiert-elle vraiment qu'un agent ait des préféren
es transitives ?Remarque : la transitivité est parti
ulièrement attra
tive (et plausible des
riptivement)quand les options ou 
onséquen
es sont unidimensionnelles et en parti
ulier se laissentexprimer numériquement. Exemple : argent.
• Argument 1 : l'argument de la pompe à �nan
e (money pump) (Davidson& Suppes) :Exemple 1 (La ruine de Pierre)Soient les options :
a = un poste très prestigieux à 50 000 euros/an
b = un poste assez prestigieux à 55 000 euros/an
c = un poste peu prestigieux à 60 000 euros/anSupposons que Pierre ait des préféren
es 
y
liques 
omme suit :(i) a ≻ b(ii) b ≻ c(iii) c ≻ aSupposons en outre que Pierre possède a. Alors, en vertu de (iii), il devrait être prêt àpayer ǫ pour obtenir c ; en vertu de (ii), il devrait ensuite être prêt à payer ǫ′ pour obtenir

b ; et en vertu de (i), il devrait être prêt à payer ǫ′′ pour obtenir a. A la �n de 
et é
hange,il se retrouve don
 ave
 
e qu'il possédait au début, a, mais il a versé ǫ + ǫ′ + ǫ′′.Ce n'est pas �ni : on peut itérer la suite d'é
hanges et ruiner Pierre.L'argument de la pompe à �nan
e est un argument pragmatique en faveur de la thèsed'irrationalité de l'intransitivité. En gros, l'argument est le suivant : intransitivité ⇒ vul-nérabilité ⇒ irrationalité.Obje
tion :
⊲ F. S
hi
k (1986), �Dut
h Bookies and Money Pumps�, The Journal of Philosophy,vol.83, pp. 112-9�Does a person with 
y
li
al preferen
es have no grounds for de
lining o�ers ? Lethim look ba
k and see the arrangements he has already paid for. He may then 
ometo see whi
h way the wind is blowing, that if he a

epts the 
urrent o�er, he willthen get another, and then another, and still another, every 
y
le bringing him ba
kto where he was at the start, only poorer. Seeing what is in store for him, he maywell reje
t the o�er and thus stop the pump.�
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ideur ; sans 
ette hypothèse, il est peu plausible que le dé
ideur aux préféren
es
y
liques s'engage dans le pro
essus. C'est un argument qui attaque don
 �intransitivité
⇒ vulnérabilité�. Rabinowi
z (2000) 
ritique 
ette obje
tion : si l'on formalise le problèmerigoureusement sous forme séquentielle, on aboutit également à la vulnérabilité.

• Argument 2 : les préféren
es sont analytiquement transitives (Davidson)
⊲ D. Davidson, (1980), Essays on A
tions and Events�If length is not transitive, what does it mean to use of number of measure length atall ? We 
ould �nd or invent an answer, but unless or until we do, we must strive tointerpret 'longer than' so that it 
omes out transitive. Similarly for 'preferred to'.�Obje
tion (Anand) : pourquoi a

epter l'analogie ave
 les longueurs ? Pourquoi pas ave
�l'équipe A bat l'équipe B� ? Dans 
e 
as, on aurait pas né
essairement transitivité.Exemple 2 (Le paradoxe de la 
ourse de 
hevaux (Blyth 1972))Trois 
hevaux a, b, c.
• s'il pleut (s1), aBbBc
• si le temps est humide (s2), bBcBa
• si le temps est se
 (s3), cBaBbSupposons (i) que x ≻ y ssi P (xBy) > 1/2 (règle R) ; et (ii) que P (s1) = P (s2) = P (s3) =

1/3. Alors,
b ≻ c ≻ a ≻ bDis
ussion : la règle R de détermination des préféren
es est sensée pour des 
ourses à deux
hevaux. Elle l'est beau
oup moins pour la 
ourse à trois 
hevaux puisque dans 
e 
as, x estpréféré à y ssi x a une plus grande 
han
e de terminer dans les deux premiers. Il faudraitplut�t adopter une règle 
omme la suivante :

x � y ssi P (xBy ∧ xBz) ≥ P (yBx ∧ yBz) (R')...et dans 
e 
as, l'agent sera simplement indi�érent entre les paris sur a, b et c.
• Sur la 
omplétude.
⊲ R. Aumann (1962) �Expe
ted Utility without the Completeness Axiom��Of all the axioms of the utility theory, the 
ompleteness axiom is perhaps the mostquestionable. Like others, it is ina

urate as a des
ription of real life ; but unlike themwe �nd it hard to a

ept even from a normative point of view.�
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• Digression sur l'idée selon laquelle la théorie de la dé
ision ne dit pas quelles préfé-ren
es il faut avoir mais impose seulement des 
ontraintes de 
ohéren
e sur les préféren
es.Broome (1991, 
hap.5 et 1999, 
hap.5) distingue le humeanisme extrême du humea-nisme modéré. Selon le humeanisme extrême, il n'y a au
une préféren
e irrationnelle.Selon le huméanisme modéré, il y a quand même des 
ontraintes de 
ohéren
e qui pèsentsur les préféren
es. Comme par exemple la transitivité.�The moderate Humean view, then, 
omes down to this. You may, rationnally,have any preferen
es, provided only that they are 
onsistent with ea
h other.And what 
onsisten
y requires is spelt out in de
ision theory.�Broome propose l'exemple suivant pour montrer que le humeanisme modéré n'est pas uneposition tenable.Exemple 3 (L'intransitivité de Mauri
e)Mauri
e préfèrevisiter Rome plut�t qu'aller à la montagne : R ≻ Mrester à la maison plut�t que visiter Rome : H ≻ Raller à la montagne plut�t que rester à la maison : M ≻ HIntransitivité ? Mauri
e répond que ses préféren
es ne sont pas intransitives : il ne fautpas 
onfondre l'option de rester à la maison quand elle est 
omparée ave
 
elle de visiterRome HR et l'option de rester à la maison quand elle est 
omparée ave
 
elle d'aller àla montagne HM . Si l'on opère 
ette distin
tion, on n'a plus d'intransitivité : R ≻ M ,

HR ≻ R et M ≻ HM .Inteprétation de Broome : la transitivité implique que HR ≻ M , mais il ne s'agit pas depréféren
es pratiques, 
'est-à-dire de préféren
es auxquelles peut 
orrespondre un 
hoix. Laleçon de l'exemple de Mauri
e est don
 que les préféren
es pratiques ne sont pas 
ontraintespar la seule transitivité. Si l'on juge Mauri
e irrationnel, 
e ne peut être que par
e que l'onjuge irrationnel qu'il ait une préféren
e entre HR et HM . Il faut don
 que les 
ontraintesde rationalité portent sur des préféren
es/indi�éren
es entre deux options : �Rational prin-
iples of indi�eren
e are needed to give 
onsisten
y a grip on pra
ti
al preferen
es�3 Le modèle de 
hoix 
ertain
• Pour le moment, nous n'avons abordé que les déterminants mentaux du 
hoix, pas le
hoix à proprement parler. Dans le 
as du 
hoix 
ertain, néanmoins, l'essentiel est fait : lemodèle de 
hoix 
ertain (MCC) ne fait qu'a�rmer la relation attendue entre préféren
eset 
hoix (relation que nous appelons (MEC RAT) et que Sugden (1985) appelle la revealedpreferen
e 
ondition) :
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hoix 
ertain :(MEC A) l'agent peut 
hoisir entre les éléments d'unensemble d'opportunités ou d'a
tions réalisables X ⊆ A(MEC P) les préféren
es de l'agent sur A sont ration-nelles(MEC RAT) l'agent 
hoisit, s'il en existe au moins une,une des a
tions dont la 
onséquen
e est �-maximale re-lativement à X. On note c(.) la fon
tion de 
hoix quis'é
rit don

c(X) = {x : ∀y ∈ X, x � y}

• le MCC impose des 
onditions sur la relation entre ≻ et c(.). Une telle 
onnexionpermet d'inférer 
ertains des 
hoix de l'agent à partir de 
ertaines de ses préféren
es, ouinversement 
ertaines de ses préféren
es à partir de 
ertains de ses 
hoix :(i) inféren
e des 
hoix à partir des préféren
es. Supposons que l'agent doive au moins
hoisir une a
tion parmi 
elles qui sont réalisables (
ondition de non-va
uité). Le
ritère de rationalité des modèles élémentaires de 
hoix a pour 
onséquen
e dire
teque si x ≻ y, alors c({x, y}) = {x}1.(ii) inféren
e des préféren
es à partir des 
hoix. Inversement, on peut se baser sur c(.)pour attribuer des préféren
es à l'agent. Si c({x, y}) = {x}, alors on peut inférer que
x � y et que ¬(y ≻ x). Ce que l'on va pouvoir inférer des dé
isions de l'agent vadépendre de la notion exa
te de dé
ision en jeu.Supposons en e�et que, par 
onstru
tion, l'agent ne puisse 
hoisir qu'une a
tionpar problème de 
hoix (
ondition d'ex
lusivité) ; 
ela revient à poser que c(.) estmonovalente (pour tout argument X, c(X) est un singleton). Dans 
e 
as, on nepeut pas inférer de c({x, y}) = {x} que x ≻ y : il se peut très bien que l'agent soitindi�érent entre x et y mais 
hoisisse x par
e qu'il doit né
essairement faire un 
hoix. En revan
he, si l'on autorise que c(.) soit plurivalent, 
'est-à-dire si l'on autoriseque c(.) re
ouvre les 
hoix que l'agent 
onsidère 
omme a

eptables, alors 
e que l'onpeut inférer de c({x, y}) devient plus pré
is : si c({x, y}) = {x}, alors x ≻ y et si
c({x, y}) = {x, y}, alors x ∼ y.De manière plus générale, les relations entre c(.) et ≻ déterminent le 
ontenu empi-rique 
omportemental du MCC, et elles ont fait l'objet d'investigations très approfon-1Bien sûr, 
e n'est pas le 
as si l'on suppose simplement que x � y puisqu'il se peut très bien que l'agentsoit indi�érent entre x et y.
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e révélée. Voi
i quelques-uns des 
on
epts et résultats fondamentaux.On peut dé�nir, pour tout sous-ensemble X ⊆ A l'ensemble des a
tions qui peuventêtre 
hoisies par l'agent selon le MCC :
c≻(X) = {x ∈ X : ∀y ∈ X,¬(y ≻ x)} si l'on part d'une relation de préféren
e stri
te,
c�(X) = {x ∈ X : ∀y ∈ X, x � y} si l'on part d'une relation de préféren
e large.Ces dé�nitions sont équivalentes pour des préféren
es dotées des propriétés usuelles envertu de la totalité de la préféren
e large. On appelera c≻ (resp. c�) la fon
tion de 
hoixengendrée par la relation de préféren
e ≻ (resp.�). De manière générale, on peut dé�nirainsi une fon
tion de 
hoix, 
'est-à-dire une fon
tion qui dé
rit les 
hoix de l'agent pourdes ensembles possibles d'a
tions réalisables :Dé�nition 3Soit A un ensemble d'a
tions réalisables et F ⊆ ℘(A) ; une fon
tion de 
hoix pour F estune fon
tion c : F → ℘(A) t.q. ∀X ∈ F, c(X) ⊆ X. On appelle (F, c) une stru
ture de
hoix.La fon
tion de 
hoix indique, pour un 
ertain nombre de problèmes de 
hoix, quelssont les 
hoix de l'agent. On remarquera que l'on n'exige pas que les fon
tions de 
hoixsoient monovalentes : c(X) peut ne pas être réduit à un singleton. Pourtant, on 
onserve lamême interprétation des a
tions réalisables que dans les modèles préférentiels : les a
tionsréalisables sont mutuellement ex
lusives et par 
onséquent un agent ne peut pas 
hoisire�e
tivement plusieurs a
tions pour le même problème de 
hoix. Une fon
tion de 
hoix (nonmonovalente) peut re
evoir plusieurs interprétations possibles : en général, on 
onsidèrequ'elle identi�e les a
tions que l'agent a

epterait de 
hoisir. Dans 
e qui suit, on supposeraque la fon
tion de 
hoix est non-vide pour tout argument de son domaine :Condition de non-va
uité : pour tout X ∈ F, si X 6= ∅, alors c(X) 6= ∅On supposera en parti
ulier la 
ondition de non-va
uité pour les fon
tions de 
hoixengendrées par des relations de préféren
e 
onstituant un ordre faible ; 
e
i équivaut lo-giquement à supposer que la relation de préféren
e stri
te ≻ n'a pas de 
haîne in�nieas
endante. Les fon
tions de 
hoix permettent de 
lari�er systématiquement les rapportsentre les préféren
es de l'agent et ses 
hoix.
• 2 questions théoriques fondamentales :1. propriétés né
essaires : quelles 
onditions les dé
isions de l'agent doivent-elles né
es-sairement satisfaire s'il se 
onforme au MCC?2. propriétés su�santes : quelles 
onditions su�sent pour que les dé
isions de l'agentpuissent être expliquées par le MCC?
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essaire n'est pas satisfaite, alors, par 
ontraposition, il n'est paspossible de rendre 
ompte du 
omportement dé
isionnel en question. Les violations despropriétés né
essaires 
onstituent don
 des réfutations du modèle.- Si une propriété su�sante est satisfaite, alors le 
omportement dé
isionnel de l'agentest 
ompatible ave
 le modèle de 
hoix rationnel. Autrement dit, le modèle ne peut pasêtre réfuté par le 
omportement de l'agent ; les propriétés su�santes 
ir
ons
rivent lesréfutations possibles du modèle.Dé�nition 4Soit (F, c) une stru
ture de 
hoix ;(i) (F, c) est rationalisée par une relation de préféren
e ≻ si (F, c) = (F, c≻)(ii) (F, c) est rationalisable s'il existe une relation de préféren
e qui la rationalise.On peut prendre 
omme exemple de propriété dé
isionnelle impliquée par le modèleélémentaire de 
hoix la Propriété α :Dé�nition 5Une stru
ture de 
hoix (F, c) satisfait la Propriété α2 si pour tout X, Y ∈ F,si X ⊆ Y et si x ∈ c(Y ) ∩ X, alors x ∈ c(X) (Propriété α)�Ìf the world 
hampion in a parti
ular dis
ipline is a Pakistani, he must be aPakistani 
hampion� (Sen)Exemple 4 (
ontre-exemple)
X = {a, b}, Y = {a, b, c}, c(Y ) = {b} mais c(X) = {a}.On peut fa
ilement 
onstater qu'une fon
tion de 
hoix engendrée par une relation depréféren
e dotée des propriétés usuelles satisfait la Propriété α. En revan
he, toute fon
-tion de 
hoix qui satisfait la Propriété α n'est pas rationalisable : la Propriété α est unepropriété né
essaire mais pas su�sante pour qu'une fon
tion de 
hoix soit 
ompatible ave
le modèle élémentaire de 
hoix. On peut 
onsidérer une propriété plus forte, l'axiome faiblede 
ongruen
e.Dé�nition 6La stru
ture de 
hoix (F, c) satisfait l'axiome faible de 
ongruen
e (WAC) si :si pour un X ∈ F ave
 x, y ∈ X, x ∈ c(X), alors pour tout X ′ ∈ F ave


x, y ∈ X ′, y ∈ c(X ′), x ∈ c(X ′) (WAC)32Aussi appelée "basi
 
ontra
tion 
onsisten
y" ou "independen
e of irrelevant alternatives".3(WAC) est logiquement équivalent à 
e que Sen (1971) appelle l'axiome de la préféren
e révélée :(WARP) S'il existe un X ∈ F tel que x ∈ c(X) et y ∈ X − c(X), alors il n'existe pas Y ∈ F tel que x ∈ Yet y ∈ c(Y ).
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hoisi alors que y est disponible, x est toujours 
hoisi quandil est disponible et que y est 
hoisi.Dans le 
as parti
ulier où c(.) est monovalente, la Propriété α est équivalente à l'axiome(WAC)4. Dans le 
as général, pour passer de la Propriété α à l'axiome (WAC), il fautajouter la Propriété β :Dé�nition 7Une stru
ture de 
hoix (F, c) satisfait la Propriété β si pour tout X, Y ∈ F,si X ⊆ Y x, y ∈ c(X), alors y ∈ c(Y ) ssi x ∈ c(Y ) (Propriété β)�If a Pakistani is world 
hampion, then all the Pakistani 
hampions are world
hampions�On véri�e aisément, là en
ore, que si ≻ est une préféren
e (stri
te) rationnelle alors lastru
ture de 
hoix (2A, c≻) satisfait l'axiome faible de 
ongruen
e (WAC). La ré
iproque,en revan
he, n'est toujours pas vraie : il existe des stru
tures de 
hoix qui satisfont (WAC)mais qui ne sont pas rationalisables. Il su�t 
ependant de postuler que F 
ontient aumoins les sous-ensembles �nis de A5 - on dira alors que (F, c) est régulière - pour obtenirla ré
iproque : si une fon
tion de 
hoix est régulière et satisfait (WAC), alors elle estrationalisable (Sen 1971, (T.3)). Attention : 
e n'est pas toujours une 
ondition bénigne -voir par exemple en théorie du 
onsommateur.4 L'utilité
• On a introduit un premier 
on
ept, 
elui de préféren
es ; nous allons désormais passerà un se
ond 
on
ept 
entral de la théorie de la dé
ision, 
elui d'utilité. Autant la notionte
hnique de préféren
e est relativement pro
he de la notion préthéorique, autant la notiond'utilité reçoit un sens très spé
i�que en théorie de la dé
ision.
• L'utilité est numérique : 
'est un nombre que l'on atta
he aux mêmes objets que 
euxqui �gurent dans la relation de préféren
e - les a
tions réalisables ou les 
onséquen
es de
es a
tions. Une fon
tion d'utilité est une fon
tion qui asso
ie un nombre à 
haque objetde son domaine. Le terme �utilité� a un 
ertain nombre de 
onnotations préthéoriques. Onpeut par exemple penser que l'utilité d'une a
tion a pour Pierre est la mesure du bienqu'elle peut 
onstituer pour Pierre ; ou en
ore la mesure du plaisir qu'elle peut pro
urer àPierre. En théorie de la dé
ision, et plus pré
isément en situation de 
ertitude, l'utilité n'apas 
ette signi�
ation : l'utilité est une représentation numérique des préféren
es.Voi
i 
e que 
ela signi�e exa
tement.4Sen 1971, (T.6)5En réalité, il su�t de supposer que F 
ontient au moins les sous-ensembles qui 
ontiennent troiséléments ou moins.
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Dé�nition 8Une fon
tion d'utilité u : X → R représente une relation de préféren
e � (resp. ≻) sur
X ssi pour tout x, y ∈ X, x � y ssi u(x) ≥ u(y) (resp. x ≻ y ssi u(x) > u(y))En d'autres termes, une fon
tion d'utilité représente une relation de préféren
e si l'ordrenaturel sur les nombres asso
iés aux objets 
orrespond à l'ordre dé
rit par la relationde préféren
e. Les fon
tions numériques ne sont pas les seules à pouvoir représenter desrelations de préféren
e. Penser par exemple aux lettres dans la notation des 
opies : l'é
helledes lettres {A, B, C, D, E} peut (dans 
ertaines 
ir
onstan
es favorables) représenter larelation �x est une meilleure 
opie que y�. Par ailleurs, dans d'autres domaines on a 
egenre de 
orrespondan
e entre fon
tion numérique sur des objets et relations 
omparativesentre paires d'objets. Penser par exemple à la température et à la relation �x est plus 
haudque y�.

• Il y a un point qui est mathématiquement trivial mais 
on
eptuellement très impor-tant, 
'est le fait que si l'on n'exige seulement d'une fon
tion d'utilité qu'elle représente despréféren
es, alors, s'il existe au moins une fon
tion qui peut le faire, �beau
oup� d'autresfon
tions peuvent le faire également :Proposition 2Si u : X → R représente la relation de préféren
e ≻, alors pour toute fon
tion stri
tement
roissante f : R → R, v(x) = f(u(x)) représente ≻ également.La représentation d'une relation de préféren
e est unique à une transformation stri
-tement 
roissante près. Pour 
ette raison, on dit que le 
on
ept d'utilité que nous venonsd'introduire est ordinal : il ne fait qu'en
oder des di�éren
es de position dans la hiérar
hieévaluative de l'agent, pas des di�éren
es d'intensité. Pour une fon
tion d'utilité ordinale,
ela ne fait pas sens de dire que(1) l'utilité de b est deux fois 
elle de a(2) l'utilité de c est juste à mi-
hemin entre 
elle de a et 
elle de bEn e�et, si la fon
tion d'utilité u1 est telle que u1(b) = 4 et u1(a) = 2, il se peutparfaitement que la fon
tion d'utilité u2 représente aussi bien les préféren
es et soit telleque u2(b) = 4 et u2(a) = 3.
• Il est aisé de voir que si une relation de préféren
e stri
te est représentée par une fon
-tion d'utilité, alors elle est rationnelle. La ré
iproque est vraie si X est �ni ou dénombrable,mais pas dans le 
as général (Kreps 1988, 
hap.3).
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e rationnelle sur X ssi ilexiste une fon
tion u : X → R qui représente ≻.Preuve (pour X �ni).
(⇐). Si u(.) représente ≻, alors ≻ est asymétrique et négativement transitive : (i)

x ≻ y ssi u(x) > u(y) ssi ¬(u(y) ≥ u(x)) ssi ¬(y ≻ x). (ii) Si ¬(x ≻ y) et ¬(y ≻ z)alors ¬(u(x) > u(y)) et ¬(u(y) > u(z)) ssi u(x) ≤ u(y) ≤ u(z). Don
 u(x) ≤ u(z) ssi
¬(u(x) > u(z) don
 ¬(x ≻ z).

(⇒). Kreps (1988) donne une preuve par indu
tion sur la taille de X. Le départ de lapreuve est immédiat ; si X = {x}, on pose u(x) = 1/2. On suppose qu'on a montré que 
elavaut pour tout ensemble de 
ardinalité n− 1 et on 
onsidère un ensemble X de 
ardinalité
n. On 
hoisit un élément x∗ ∈ X et on note X ′ = X − x∗. La restri
tion de ≻ sur X ′ estune une relation de préféren
e rationnelle et par 
onséquent, par hypothèse d'indu
tion, ilexiste une fon
tion u′ qui représente ≻ sur X ′.Cas 1 : il existe x′ ∈ X ′ t.q. x′ ∼ x∗. Dans 
e 
as, u(x∗) = u′(x′) et on ne modi�e pas
u′(x) pour x ∈ X ′.Cas 2 : pour tout x ∈ X ′, x∗ ≻ x. Dans 
e 
as, u(x∗) = [maxx∈X′ u′(x) + 1]/2 et onne modi�e pas u′(x) pour x ∈ X ′. Noter que l'on pourrait prendre tout réel stri
tementsupérieur à maxx∈X′ u′(x). Le 
hoix présent permet de 
onserver le 
o-domaine de u(.) dans
(0, 1).Cas 3 : pour tout x ∈ X ′, x ≻ x∗. Dans 
e 
as, u(x∗) = [minx∈X′ u′(x)]/2 et on nemodi�e pas u′(x) pour x ∈ X ′.Cas 4 : il n'existe pas x′ ∈ X ′ t.q. x′ ∼ x∗ et x∗ n'est ni stri
tement préféré ni stri
tementpréférable aux éléments de X ′. L'idée est alors la suivante : on va 
onsidérer l'option x quiest la meilleure des options à qui x∗ est préférée et x̄, la moins bonne des options qui sontpréférées à x∗. Dans 
e 
as, u(x∗) = [u′(x̄) + u′(x]/2. ♠L'une des vertus de 
ette preuve est qu'elle permet de voir 
omment 
onstruire pas àpas la fon
tion d'utilité d'un agent en lui demandant, pour 
haque nouvelle option x ∈ X,quelles relations préférentielles elle entretient ave
 les options auxquelles une utilité a déjàété a�e
tée.Exemple 5On 
onsidère d'abord x1 ∈ X ; on lui attribue

u(x1) = 1/2.
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onsidère ensuite x2. Supposons que x2 ≻ x1. On se trouve alors dans le Cas 3.Aussi
u(x2) = [u(x1) + 1]/2 = [1/2 + 1]/2 = 3/4On 
onsidère ensuite x3 que le dé
ideur 
lasse entre x1 et x2 : x2 ≻ x3 ≻ x1. On setrouve alors dans le Cas 4. Aussi
u(x3) = [u(x1) + u(x2)]/2 = [1/2 + 3/4]/2 = 5/8Et
.
• Le théorème ne s'étend pas tel quel pour un X de 
ardinalité non-dénombrable. Lespréféren
es lexi
ographiques en sont l'une des illustrations 
anoniques.Exemple 6 (Préféren
es lexi
ographiques)Soit X = R

2
+ et pour x = (x1, x2) et y = (y1, y2), x ≻ y ssi x1 > y1 ou x1 = y1 et x2 > y2.Intuitivement, de telles préféren
es signi�ent que l'agent a

orde une priorité totale à lapremière des deux 
omposantes des options ; et qu'en 
as d'égalité seulement, il juge enfon
tion de la se
onde 
omposante. Une telle relation de préféren
e est rationnelle.Il faut don
 imposer 
ertaines 
onditions �en plus� de la rationalité sur ≻ pour garantir lareprésentabilité par une fon
tion d'utilité. Existe-t-il une propriété P telle que ≻ est ra-tionnelle et satisfait la propriété P ssi elle est représentable par une fon
tion d'utilité ? Oui.Nous ne developerons pas 
e point, mais on peut mentionner 
ette propriété, la séparabi-lité : il existe un ensemble dénombrable Z ⊂ X tel que pour tous x, y ∈ X − Z, si x ≻ y,alors il existe z ∈ Z tq x ≻ z ≻ y. Il est aisé de voir que les préféren
es lexi
ographiquesde l'exemple pré
édent ne sont pas séparables. Intuitivement, un ensemble dénombrable Zest trop petit pour qu'un de ses éléments s'inter
ale entre 
haque x, y ∈ X − Z.En général, en mi
ro-é
onomie du 
onsommateur (où X est un sous-ensemble de l'espa
eeu
lidien à n dimensions), on fait une hypothèse su�sante mais non né
essaire sur lespréféren
es rationnelles : on suppose qu'elles sont en outre 
ontinues, 
e qui garantit lareprésentation par une fon
tion numérique (
ontinue qui plus est, Debreu 1954). En gros,

� est 
ontinue si, pour toute suite de paires {(xn, yn)} telle que (i) pour tout n, xn � ynet (ii) x (resp. y) est la limite de {xn} (resp. {yn}), x � y.5 Le renversement de préféren
es
• Pour terminer 
ette introdu
tion au modèle de 
hoix 
ertain, nous allons revenir à lanotion de préféren
e. La notion de préféren
e a été remise en question par le renversement
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es, un phénomène dé
ouvert par Li
htenstein & Slovi
 (1971) et qui a fait l'objetde nombreuses explorations empiriques et théoriques depuis - voir l'anthologie Li
htenstein& Slovi
 (2006). Le 
oeur du phénomène est qu'un 
hangement de la méthode de révélationaboutit à un renversement des préféren
es : typiquement, on 
onsidère deux méthodes, etalors que selon la méthode 1, H ≻1 L, selon la méthode 2, L ≻2 H .Exemple 7Soient les deux options suivantes, H et L :
H (high 
han
e) 40.99 - 10.01 L (low 
han
e) 160.33 - 20.67Comportement modal :- la plupart des sujets 
hoisissent H plut�t que L- pour la plupart des sujets, le prix minimal de vente (PMin) de H est inférieur à 
eluide L

• Selon Li
htenstein & Slovi
 (2006), les renversements des préféren
es se produisenttypiquement dans des situations de 
hoix (ou d'évaluation) qui (1) ne sont pas familières,(2) mettent en jeu des options où les préféren
es 
onnues sont 
on�i
tuelles (ex., la 
ertituded'un gain vs. la magnitude d'un gain) et (3) il est di�
ile de synthétiser numériquement
es préféren
es 
on�i
tuelles.
• D.Grether & C.Plott (1979) ont mené des re
her
hes empiriques pour tenter de �dis-
réditer� des phénomènes potentiellement 
atastrophiques pour la théorie é
onomique. Ilsmettent à l'épreuve 12 tentatives de �sauvetage� de la théorie de la dé
ision standard,
omme par exemple : (i)les sujets ne sont pas motivés �nan
ièrement à jouer le jeu ; (ii) ilpeut y avoir un �e�et revenu� ; (iii) les sujets peuvent en fait être indi�érents entre les op-tions ; (iv) les sujets peuvent être mé�ants vis-à-vis d'expérimentateurs psy
hologues, et
.Mais à la grande satisfa
tion des psy
hologues, l'analyse des résultats de Grether & Plottmontre que tous 
es paramètres a�e
tent pas ou peu les 
omportements. Le renversementdes préféren
es semble �réel� et robuste.
• Di�érentes possibilités interprétatives (Tversky & Thaler 1991) :(1) violation de l'invarian
e pro
édurale : les préféren
es 
hangent en fon
tion de la mé-thode de révélation. L'heuristique qui a guidé Slovi
 & Li
htenstein (1971) est l'idéeque quand on demande les préféren
es �simples� entre loteries, 
'est la probabilité degagner quelque 
hose qui gouverne les réponses ; tandis que lorsqu'on demande unprix, 
'est la magnitude du gain qui est déterminante.



M. Cozi
 - Théorie de la dé
ision - DA n�2 - Le 
hoix 
ertain 14(2) violation de la transitivité : si 
'est la même relation de préféren
e qui est révéléepar les deux méthodes et si l'on suppose qu'elle est monotone par rapport au gain,alors on obtient
PMinV (H) ∼ H ≻ L ∼ PMinV (L) ≻ PMinV (H)(3) violation d'un axiome du modèle d'espéran
e d'utilité (indépendan
e) : pro
édured'éli
itation par PMinV repose sur un mauvais s
héma d'in
itation : la pro
édurestandard (BDM) ne reçoit de garantie théorique que si le sujet est un maximisateurd'espéran
e d'utilité. Si le dé
ideur viole l'axiome d'indépendan
e (et on a de bonnesraisons de penser que dans bien des situations 
'est le 
as, voir le Paradoxe d'Allais),alors on a plus 
ette garantie.La pro
édure BDM : soit une loterie x. Après que le sujet donne son PMin(x), ontire au sort un montant. Si le montant ex
ède Pmin(x), on donne le montant ausujet ; sinon, on joue la loterie x. Cette pro
édure reçoit une justi�
ation théorique :si l'agent maximise son espéran
e d'utilité, alors le PMin(x) est l'équivalent 
ertainde x.Tversky, Slovi
 & Kahneman (1990) ont mis en pla
e un proto
ole dont l'obje
tif estde dis
riminer entre les interprétations par violation de l'invarian
e pro
édurale et 
ellespar violation de la transitivité. Ils introduisent un gain 
ertain X tel que CL > X > CHet proposent des 
hoix binaires (H − L, H − X, L − X). Il y a quatre 
as possibles :(1) si L ≻ X ≻ H , alors on a intransitivité puisque L ≻ X ≻ H ≻ L(2) si X ≻ H et X ≻ L, alors on a sur-évaluation de L puisque CL ≻ X ≻ L(3) si H ≻ X et L ≻ X, alors on a sous-évaluation de H puisque H ≻ C ≻ CH(4) si H ≻ X et X ≻ L, alors on a sur-évaluation de L et sous-évaluation de HIls estiment avoir des résultats parti
ulièrement univoques : selon eux, 90 % des renver-sements de préféren
es sont imputables à une violation de l'invarian
e pro
édurale (
as(2)-(3) ave
 une grande prépondéran
e du 
as (2)) tandis que 10 % seulement le seraientà une violation de la transitivité (
as (1)).

• Si les préféren
es 
hangent ave
 la méthode d'éli
itation, (1) 
omment 
onnaît-onles �vraies� préféren
es d'un agent ?, et (2) existe-t-il quelque 
hose 
omme les �vraies�préféren
es de l'agent ?
⊲ D.Grether & C.Plott (1979), �E
onomi
 Theory of Choi
e and the Preferen
e ReversalPhenomenon�, Ameri
an E
onomi
 Review�[The preferen
e reversal phenomenon℄ suggests that no optimization prin
iples ofany sort lie behind even the simplest of human 
hoi
es...�
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⊲ A. Tversky & R. Thaler (1991), �Anomalies : Preferen
e Reversals�, The Journal ofE
onomi
 Perspe
tives, vol.4, n�2, p.210� The dis
ussion of the meaning of preferen
e and the status of value may be illumi-nated by the well-known ex
hange among three baseball umpires. �I 
all them as I seethem� said the �rst. �I 
all them as they are� said the se
ond. The third disagreed,�They ain't nothing till I 
all them�. Analogously, we 
an des
ribe three di�erentviews regarding the nature of values. First, values exist - like body temperature - andpeople per
eive and report them as best they 
an, possibly with bias (I 
all themas I see them). Se
ond, people know their values and preferen
es dire
tly - as theyknow the multipli
ation table (I 
all them as they are). Third values or preferen
esare 
ommonly 
onstru
ted in the pro
ess of eli
itation (they ain't nothing till I 
allthem). The resear
h reviewed in this arti
le is most 
ompatible with the third viewof preferen
e as 
onstru
tive, 
ontext-dependent pro
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