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• situation d'inertitude lato sensu : l'agent ne sait pas quelle sera la onséquene c ∈ Cqui adviendra s'il hoisit l'ation a ∈ A.
• Il y a néanmoins des formes très diverses d'inertitudes. Les situations de risquesont les situations où le déideur a onnaissane de relations probabilistes entre ationset onséquenes. Plus préisément, il sait pour toute ation a et pour toute onséquene

c ave quelle probabilité l'ation a produit la onséquene c. Voii un exemple de hoixrisqué :Exemple 1 (deux tikets de loterie)
L1

50.6 30.4 L2

100.1 20.9
• En théorie du hoix risqué, on identi�e les ations aux distributions de probabilitésqu'elles induisent (par hypothèse) sur les onséquenes. Dans le as où C est �ni, on peutvoir une ation P omme une fontion P : C → [0, 1] telle que ∑

c∈C P (c) = 1.� Remarque 1 : on fait usage ii d'une notion de probabilité qui n'est pas la notiongénérale dont on se sert habituellement (mesure σ-additive dé�nie sur une σ-algèbre).On se rapprohera de ette notion plus générale en théorie du hoix inertain.� Remarque 2 : les onséquenes c ∈ C doivent se onevoir omme mutuellementexlusives.� Remarque 3 : les onséquenes c ∈ C ne sont pas néessairement monétaires ; dansle as partiulier où elles le sont toutes, on parlera de �loterie monétaire�.� Remarque 4 : pour désigner les probabilités en jeu dans le modèle d'espérane d'utilitéen situation de risque, on parle souvent de probabilité objetive et de modèle d'espé-rane objetive d'utilité. C'est assez trompeur, ar les relations entre les probabilitésdes situations dites de risque et l'inteprétation objetive des probabilités (fréquene,propension, et.) sont loin d'être évidentes. Il y a un sens d'�objetivité� qui est per-tinent, 'est le suivant : les probabilités ne sont pas ensées di�érer d'un déideurà l'autre. Les préférenes, les utilités peuvent hanger d'un déideur à l'autre, pasles probabilités. Ce que l'on suppose en fait, 'est que les probabilités sont exogènes(�données� aux déideurs) et partagées (par tous les déideurs).
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• Question : omment déterminer la valeur d'une ation risquée ? omment hoisir entredi�érentes ations risquées ?
• proposition fondamentale : (dans le as de loteries monétaires) pondérer les di�érentsgains possibles par la probabilité qu'ils arrivent
⊲ Arnauld & Niole, Logique de Port-Royal (1662) :�...pour juger de e que l'on doit faire pour obtenir un bien ou pour éviter un mal,il ne faut pas seulement onsidérer le bien ou le mal en soi, mais aussi la probabilitéqu'il arrive ou n'arrive pas, et regarder géométriquement la proportion que toutes eshoses ont ensembles�Exemple 2
L1

50.6 30.4 L2

100.1 20.9
EG(L1) = (0.6 × 5) + (0.4 × 3) = 4.2
EG(L2) = (0.1 × 10) + (0.9 × 2) = 2.8

• Formule générale : l'espérane de gain d'une ation identi�ée à la loterie monétaire
P dé�nie sur C est

EG(P ) =
∑

x∈C P (x).xLa règle de déision assoié est la suivante : hoisir l'ation dont l'espérane de gain estmaximum.
• Le modèle d'espérane de gain renontre un ertain nombre de di�ultés dont laplus élèbre est sans doute le paradoxe de Saint-Petersbourg.Une pièe non-biaiséeest lanée de manière répétée jusqu'à e qu'elle tombe sur fae (F ). Les paiements (etprobabilités induites) sont omme suit :série F PF PPF ... P...PF ...proba. 1/2 1/4 1/8 ... 1/2n ...gain 2 4 8 ... 2n ...Question : quelle est la valeur du pari de St-Petersbourg ?
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• Proposition de Daniel Bernouilli (1738) : distinguer le gain monétaire (la onséquene,disons x) et la satisfation que l'agent en retire ou l'utilité (disons u(x)). On peut alorssubstituer u(x) à x dans l'espérane de gain pour obtenir l'espérane d'utilité :
EU(P ) =

∑
x∈C P (x).u(x)Comment est-e ela permet de résoudre le Paradoxe de Saint-Petersbourg ? En imposantertaines onditions sur u(.) : on suppose que l'argent a une utilité marginale dérois-sante. On peut onsidérer par exemple u(x) = log(x). Dans e as, l'espérane d'utilité

EU(StP ) ≃ 0.6 et la valeur monétaire du Pari est (environ) 4 euros.� rem 1 : on peut onstruire un super-paradoxe de St-Petersburg pour l'utilité (sub-jetive) : si la pièe tombe sur F au n-ème laner, l'agent reçoit l'équivalent de 2n�utiles�� rem 2 : la notion d'utilité hange de signi�ation par rapport à elle qui servaitsimplement à représenter les préférenes ; elle re�ète désormais l'intensité des désirs
a1

50.6 30.4 a3

100000.1 20.9
• supposons que les onséquenes soient évaluées en �utiles� ; alors ette fois Pierredoit hoisir a3 et non a13 Le modèle d'espérane d'utilité3.1 Les loteries

• Les objets de hoix de l'agent sont des loteries 'est-à-dire des distributions deprobabilité sur l'ensemble des onséquenes C. Si l'on suppose C �ni, alors l'ensemble Pdes loteries se ramène à l'ensemble des fontions P : C → [0, 1] telles que ∑
x∈C P (x) = 1Si l'on numérote les onséquenes C = {c1, ..., cn}, alors on peut érire une loterie P de lamanière suivante :

P = (c1, p1; ...; cn, pn) ou P = (P (c1), ..., P (cn)) ou P = (p1, ..., pn)

• Le triangle de Marshak-MahinaDans le as partiulier où |C| = 3, on peut même se ontenter de spéi�er les loteries endonnant deux des trois probabilités sur les onséquenes puisque la troisième se déduit dela donnée des deux premières. Pour |C| = 3, on a une élégante représentation dans le planet de l'ensemble P des loteries, et des propriétés du MEU. Cette représentation s'appellele triangle de Marshak-Mahina.
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Tout point du triangle orrespond à une distribution de probabilité sur C. Un point del'un des �tés du triangle est une distribution qui attribue une probabilité nulle à l'une destrois onséquenes. Les trois distributions dégénérées δ1 = (1, 0), δ2 = (0, 0) et δ3 = (0, 1)orrespondent aux trois extrémités du triangle.Conventionnellement, p3 est en ordonnée et p1 en absie ; et δ3 ≻ δ2 ≻ δ1, e quisigni�e que l'agent préférère la onséquene 3 à la onséquene 2 et la onséquene 2 à laonséquene 1 (je reviendrai plus bas sur la notation δ).Dans le triangle, les ourbes d'indi�érene sont les loteries entre lesquelles l'agent estindi�érent. Deux distributions de probabilités (p1, p3) et (p′1, p
′
3) appartiennent à la mêmeourbe d'indi�érene ssi l'agent est indi�érent entre elles ssi EU(p1, p3) = EU(p′1, p

′
3).Une ourbe d'indi�érene est l'ensemble des distributions de probabilités qui ont la mêmeespérane d'utilité (disons ū).Les ourbes d'indi�érene sont données par des équations de la forme :

ū =
∑3

i=1 u(ci).pi = u(c1)p1 + u(c2)(1 − p1 − p3) + u(c3).p3Toutes les ourbes d'indi�érene sont des droites de pente
u(c2) − u(c1)/u(c3) − u(c2)
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(u(c2) − u(c1)).p1 + ū = (u(c3) − u(c2)).p3

p3 = u(c2) − u(c1)/u(c3) − u(c2).p1 + ū/u(c3) − u(c2)3.2 Mixages de loteries et indépendaneDé�nition 1Soit P et Q deux distributions de probabilités sur C ; pour a ∈ [0, 1], on appelle α-mixagede P et Q la distribution de probabilité notée αP ⊕ (1 − α)Q et dé�nie ainsi :
∀x ∈ C, αP ⊕ (1 − α)Q(x) = αP (x) + (1 − α)Q(x).Noter tout d'abord qu'un α-mixage de loteries est une loterie, i.e. une distribution deprobabilité sur C. L'ensemble des loteries sur C est don los par α-mixage. Analogie :l'ensemble des entiers naturels est los par l'addition.On peut onevoir les α-mixages de distributions de probabilité omme des loteriesomposées où la loterie P est tirée ave probabiltié α et la loterie Q ave probabilité

(1 − α). Voii par exemple une manière de représenter l'α-mixage P ′ de P et de la loteriedégénérée qui donne 10 euros ave probabilité 1 :
P' α

50.6 00.410(1 − α)
• On peut représenter l'α-mixage dans le triangle MM :
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• Chaque loterie peut être onçue omme un mixage de loteries dégénérées, i.e. deloteries qui produisent l'une des onséquenes x ∈ C ave ertitude. On note génériquementune telle loterie δx. Soit P ∈ P une loterie. Alors on peut véri�er que
P =

∑
x∈C P (x).δx- où la �somme� se omprend omme un mixage à |C| arguments.Le ritère d'espérane d'utilité satisfait la propriété de préservation par mixage (oulinéarité) : l'espérane d'utilité d'un α-mixage de P et Q est la somme pondérée (par α et

(1 − α)) de l'espérane d'utilité de P et de elle de Q. En d'autres termes,
EU(αP + (1 − α)Q) = αEU(P ) + (1 − α)EU(Q)Preuve.
EU(αP + (1 − α)Q) =

∑
x∈C [αP (x) + (1 − α)Q(x)]u(x)

=
∑

x∈C αP (x).u(x) +
∑

x∈C(1 − α)Q(x).u(x)

= αEU(P ) + (1 − α)EU(Q) ♠.C'est une propriété très importante, et la réiproque est vraie : si V : P → R est unefontion d'utilité qui satisfait la préservation de mixage, alors V (.) a une forme d'utilitéespérée. En e�et, étant donné que l'on peut voir toute loterie P omme ∑
x∈C P (x).δx, sil'on applique ensuite la préservation de mixage on obtient
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V (P ) =

∑
x∈C P (x).V (δx)Il su�t alors de prendre omme fontion d'utilité v : C → R la fontion v(x) = V (δx).Dé�nition 2Une fontion d'utilité U : P → R a une forme d'utilité espérée s'il existe une fontiond'utilité u : C → R telle que pour toute loterie P ,

U(P ) =
∑

x∈C u(x).P (x)La remarque préédente s'énone rigoureusement dans la proposition suivante :Proposition 1Une fontion d'utilité U : P → R a une forme d'utilité espérée ssi elle satisfait la préserva-tion par mixage.
• Un autre orrolaire fondamental de la préservation de mixage est la propriétéd'indépendaneProposition 2Soient des loteries P, Q, R et α ∈]0, 1]. EU(P ) > EU(Q) ssi EU(αP ⊕ (1 − α)R) >

EU(αQ ⊕ (1 − α)R)Preuve.En vertu de la préservation par mixage, on sait que EU(αP ⊕ (1− α)R) = αEU(P ) +
(1 − α)EU(R). Si α ∈]0, 1],

EU(P ) > EU(Q) ⇔ αEU(P ) > αEU(Q)
⇔ αEU(P ) + (1 − α)EU(R) > αEU(Q) + (1 − α)EU(R)
⇔ EU(αP ⊕ (1 − α)R) > EU(αQ ⊕ (1 − α)R)Interprétation en termes de loteries omposées : les préférenes entre deux loteries nehangent pas quand on ompose haque loterie ave une même troisième dans les mêmesproportions� exemple : si Pierre préfère

L1

50.6 30.4 à L2

100.1 20.9alors il préfère également
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L′

1

α
50.6 30.410(1 − α) à L′

2

α
100.1 20.910(1 − α)Remarque 1 (Maximin et indépendane (Rubinstein 2006))Voii une règle de déision qui viole l'axiome d'indépendane : supposons que l'agent aitune fontion d'utilité v : C → R et qu'il évalue une loterie selon la pire des onséquenesqu'elle puisse produire. Autrement dit,

V (P ) = min{x∈C:P (x)>0} v(x)Supposons que L1 ≻ L2. Il suit de l'axiome d'indépendane que 1/2L1 ⊕ 1/2L2 ≻ L2.Impossible.
• Quand nous avons étudié le modèle de hoix ertain, nous avons montré que lorsqu'unefontion d'utilité U(.) représentait �, toute transformation roissante la représentait éga-lement. En situation de risque, quand on s'intéreses à des fontions d'utilités v.N-M (i.e.qui ont une forme d'espérane d'utilité), e n'est pas vrai. Toute transformation roissanted'une fontion d'utilité v.N-M U(.) n'est pas une fontion d'utilité v.N-M. Il faut (et ilsu�t) que ette transformation soit une transformation a�ne roissante.Proposition 3Soit U : P → R une fontion d'utilité v.N-M qui représente une relation de préférene �sur P. Alors V : P → R est également une fontion d'utilité v.N-M qui représente � ssi ilexiste a > 0 et b tels que pour tout P ∈ P,

V (L) = aU(L) + aAttention : si V est une transformation roissante mais non a�ne de U , V représente (quandmême) la relation de préférene � - 'est le résultat qu'on avait vu pour le modèle de hoixertain. Simplement V ne sera pas une fontion d'utilité v.N-M. Une autre façon de voirla distintion, 'est en onsidérant les fontions d'utilité sur les onséquenes u : C → R.Dé�nition 3Une fontion d'utilité de Bernoulli u : C → R EU-représente la relation de préférenes �sur P ssi l'espérane d'utilité EUu dé�nie sur u(.) représente �.Proposition 4Soit u : C → R une fontion d'utilité de Bernouilli qui EU-représente la relation de préfé-renes � sur P. Alors la fontion d'utilité de Bernouilli v :→ R EU-représente égalementla relation de préférenes � ssi il existe a > 0 et b tels que pour tout x ∈ C,
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v(x) = au(x) + bCes Propositions sont importantes du point de vue interprétatif. Les fontions d'utilitésde Bernouilli (sur les onséquenes) ne sont plus ordinales mais ardinales : il n'y a pasque la manière qu'elles ont de lasser les onséquenes qui est pertinente, mais égalementla di�érene de valeur entre les onséquenes.Exemple 3Soient deux loteries L1 et L2 qui mettent en jeu 4 onséquenes : c1, c2, c3, c4 :

L1

c30.6
c20.4 L2

c40.1
c10.9Soient deux fontions d'utilité de Bernouilli u(.) et v(.) :

u v
c1 2 2
c2 3 3
c3 5 5
c4 10 50

u(.) et v(.) lassent de la même façon les onséquenes. Mais, si l'on se base sur l'espéraned'utilité, elles ne lassent pas de la même façon les loteries :
EUu(L1) = (0.6 × 5) + (0.4 × 3) = 4.2 ; EUu(L2) = (0.1 × 10) + (0.9 × 2) = 2.8
EUv(L1) = (0.6 × 5) + (0.4 × 3) = 4.2 ; EUv(L2) = (0.1 × 50) + (0.9 × 2) = 6.8Exemple 4 (Celsius et Fahrenheit)Les mesures Celsius et Fahrenheit de température sont des éhelles d'intervalle. L'ordre estévidemment préservée entre les deux mesures : (a)�C > (b)�C ssi (a)�F > (b)�F . Les ratiosne sont pas préservés : il se peut par exemple que
(a)�C/(b)�C 6= (a)�F/(b)�FCela ne fait don pas sens de dire que la température de a est deux fois plus élevée queelle de b. Si (a)�F = 100 et (b)�F = 50, alors (a)�C = 37.38 et (b)�C = 10. En revanhe,les ratios de di�érenes de température sont préservés :
[(a)�C − (b)�C/(b)�C − (c)�C] = [(a)�F − (b)�F/(b)�F − (c)�F ]



M. Cozi - Philosophie de l'éonomie 2008/2009 - DA n�6 - Le hoix risqué 10Proposition 5 (invariane des ratios de di�érenes)Soit deux fontions d'utilité de Bernouilli u et v qui E-représentent ≻. Soit quatre onsé-quenes x1, x2, x3, x4 ave x3 6= x4. Les ratios de di�érenes sont invariants de u à v.
(v(x1)−v(x2))/(v(x3)−v(x4)) = (a.u(x1)+b−a.u(x2)−b)/(a.u(x3)+b−a.u(x4)−b) =

a.((u(x1) − u(x2))/a.(u(x3) − u(x4)) = (u(x1) − u(x2))/(u(x3) − u(x4))Une interprétation possible : l'identité (u(x1)− u(x2))/(u(x3)− u(x4)) = λ vaut quandle hangement ausé par le gain de x1 et la perte de x2 est λ fois le hangement ausé parle gain de x3 et la perte de x4.4 Attitudes par rapport au risque4.1 Illustration par le triangle de Marshak-Mahina
• Dans le as où les onséquenes c1, c2, c3 sont des montants monétaires, le triangle deMarshak-Mahina permet de visualiser l'attitude du déideur par rapport au risque.

L'attitude par rapport au risque se manifeste quand on ompare la pente des ourbesd'indi�érene du déideur aux ourbes d'iso-espérane de gain, 'est-à-dire les ourbes quirelient les points qui ont la même espérane de gain. Ces ourbes sont dérites par deséquations de la forme suivante :
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ḡ =

∑3
i=1 ci.pi = c1.p1 + c2.(1 − p1 − p3) + c3.p3Un déideur dont la pente des ourbes d'indi�érene est supérieure à elle des ourbesiso-espérane de gain est un déideur qui est risquophobe.Intuitivement : onsidérons l'origine 0 'est-à-dire la loterie (dégénérée) qui donne c2ave ertitude. Un déideur est risquophode s'il préfère ette loterie à loterie qui a lamême espérane de gain, en partiulier à la loterie L0, intersetion de la droite d'iso-espérane de gain qui passe par 0 et de la droite (1,1). Puisque la pente des ourbesd'indi�érene est supérieure à elle de la droite d'iso-espérane de gain, ela signi�e que laourbe d'indi�érene qui passe par l'origine oupe (1,1) au-dessus de L0. Cela signi�e quele déideur est indi�érent entre c2 ave ertitude et une loterie dont l'espérane de gain estsupérieure à c2.Un déideur dont la pente des ourbes d'indi�érene est inférieure à elle des ourbesiso-espérane de gain est un déideur qui est risquophile.4.2 Dé�nitions généralesNotation 1Soit P ∈ P une loterie monétaire et soit EG(P ) l'espérane de gain de P . Par hypothèse,l'espérane de gain de P appartient au domaine des onséquenes (EG(P ) ∈ C). On peutdès lors onsidérer la loterie dégénérée qui produit EG(P ) ave ertitude, que l'on note

δEG(P )Dé�nition 4
• Une relation de préférene est risquophobe (ou averse au risque) si pour toute loterie

P ∈ P, δEG(P ) � P
• Une relation de préférene est neutre à l'égard du risque si pour toute loterie

P ∈ P, δEG(P ) ∼ P
• Une relation de préférene est risquophile si pour toute loterie P ∈ P, δEG(P ) � P

• Si l'agent se onforme au modèle d'espérane d'utilité, alors sont attitude à l'égarddu risque se laisse représenter par la forme géométrique de la fontion d'utilité u(.)Dé�nition 5Soit f : C → R ;
• f est onave si pour tous x, y ∈ C et a ∈ [0, 1], u(ax+(1−a)y) ≥ af(x)+(1−a)f(y)
• f est a�ne s'il existe a, b tels que f(x) = ax + b
• f est onvexe si pour tous x, y ∈ C et a ∈ [0, 1], u(ax+(1−a)y) ≤ af(x)+(1−a)f(y)



M. Cozi - Philosophie de l'éonomie 2008/2009 - DA n�6 - Le hoix risqué 12Le point important est que l'on peut mettre en relation de manière préise les deux triosde notions :Proposition 6Soit ≻ une relation de préférene qui se laisse représenter par une fontion d'utilité U(.)de forme espérane d'utilité pour u(.) ;
• ≻ est risquophobe ssi u(.) est onave
• ≻ est neutre à l'égard du risque ssi u(.) est a�ne
• ≻ est risquophile ssi u(.) est onvexe

Fig. 1 � risquophobieLa Figure �Risquophobie� (tirée de Mas-Collel & ali 1995) permet de bien omprendrele lien entre aversion pour le risque, onavité et utilité marginale déroissante. Utilitémarginale déroissante signi�e grossièrement que plus l'agent a de rihesse (monétaire),moins l'inrément d'une unité monétaire lui proure d'utilité. Plus préisément, ela signi�eque la dérivée u′(.) est non roissante ou enore que la dérivée seonde u′′(.) est non positive.Si u(.) est onave, alors (étant donné les onditions mathématiques appropriées), u′(.) estnon roissante.L'utilité marginale déroissante signi�e que, à un niveau donné de rihesse, l'augmen-tation d'utilité prourée par le gain d'1 euro est inférieure à la perte d'utilité in�igée parla perte d'1 euro. C'est e que met en évidene la �gure pour un niveau de départ de 2



M. Cozi - Philosophie de l'éonomie 2008/2009 - DA n�6 - Le hoix risqué 13euros : u(3) − u(2) < u(2) − u(1) soit u(2) > (u(3) + u(1))/2. De ela suit que l'agent quia ette fontion d'utilité préfère le statu quo à la loterie L = 1/2(δ3) ⊕ 1/2(δ1). En e�et,
EU(δ2) = u(2) tandis que EU(L) = (u(3) + u(1))/2. Don EU(δ2 > EU(L). Graphique-ment, EU(L) orrespond au milieu du segment (u(3), u(1)).

Dé�nition 6Soit P une loterie ; l'ensemble des équivalents-ertains de P , noté C(P ), est l'ensemble desonséquenes x ∈ C telles que l'agent est indi�érent entre la loterie dégénérée qui produit
x ave ertitude et P :

C(P ) = {x ∈ C : δx ∼ P}
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Exemple 5 (équivalent ertain)On revient à l'exemple préédent et l'on s'intéresse à l'équivalent ertain de la loterie
L = 1/2(δ3) ⊕ 1/2(δ1). On sait que l'agent est risphophobe don C(L) < EG(L). C(L)s'obtient en prenant l'inverse de (u(3)+u(1))/2 (l'utilité espérée de L) par la fontion u(.) :
C(L) = u−1((u(3) + u(1))/2).Supposons que C(P ) soit un singleton - 'est le as, par exemple, si u(.) est onaveet stritement roissante. Dans e as on peut dé�nir la prime de risque omme ladi�érene entre l'espérane de gain de P et son équivalent ertain : R(P ) = EG(P )−C(P ).Intuitivement, la prime de risque est le montant que l'agent est prêt à payer pour remplaer
P par son espérane de gain ave ertitude.interprétation de l'utilité voir Elster 2007, hap.115 Axiomatisation du modèle d'espérane d'utilité

• La dernière partie de ette introdution au modèle d'espérane d'utilité est onsaréeà e qui onstitue l'avanée ontemporaine à proprement parler : l'axiomatisation du modèled'espérane d'utilité.
• On onnaît un ensemble d'axiomes AX sur les préférenes entre ations (loteries) telque si les préférenes d'un agent sur les loteries (sur P) satisfont AX, alors il existe unefontion d'utilité de Bernouilli sur C telle que

P ≻ Q ssi EUu(P ) > EUu(Q)



M. Cozi - Philosophie de l'éonomie 2008/2009 - DA n�6 - Le hoix risqué 15Modèle d'espérane d'utilité en situation de risque (C�ni)a(MEU-R )L'agent peut hoisir entre les distributions deprobabilités P ∈ P sur l'ensemble �ni C des onsé-quenesL'agent dispose d'une relation de préférene ≻ sur Ptelle que(MEU-R P1) ≻ est asymétrique et négativement transi-tive(MEU-R P2) indépendane : ∀P, Q, R ∈ P et α ∈]0, 1],si P ≻ Q alors αP ⊕ (1 − α)R ≻ αQ ⊕ (1 − α)R(MEU-R P3) ontinuité ou arhimédianité :∀P, Q, R ∈
P, si P ≻ Q ≻ R, alors ∃α, β ∈]0, 1[ tq αP ⊕(1−α)R ≻
Q ≻ βP ⊕ (1 − β)R.(MEU-R RAT) L'agent hoisit une distribution de pro-babilité ≻-maximale.aKreps (1988), pp. 43 et sq.Reamarque sur l'axiome de ontinuité ou d'arhimédianité (Kreps (1990), pp. 44-6) :- il n'y a pas de loterie P qui soit si supérieure aux autres loteries que pour deux loteries

Q ≻ R, une petite proportion de P et une grande proportion de R ne soit pas moins bonneque Q- il n'y a pas de loterie R qui soit si inférieure aux autres loteries que pour deux loteries
P ≻ Q une petite proportion de R et et une grande proportion de P ne soit pas meilleureque Q(Mais supposons que P= 1000 euros ave ertitude, Q=10 euros ave ertitude et R=la mort ave ertitude.)Théorème 1 (Théorème de représentation)Une relation de préférene ≻ sur P satisfait (MEU-R P1)-(MEU-R P3) ssi il existe unefontion d'utilité (de Bernouilli) u : C → R telle que

P ≻ Q ssi ∑
c∈C u(c)P (c) >

∑
c∈C u(c)Q(c)



M. Cozi - Philosophie de l'éonomie 2008/2009 - DA n�6 - Le hoix risqué 16En outre, si u est une telle fontion, alors toute fontion u′(.) = a.u(.) + b où a > 0 estégalement une telle fontion (ou enore : u est unique à une transformation a�ne positiveprès).
• Avant de passer à la tehnique, quelques mots sur la forme du théorème de représen-tation et sur ses usages possibles. Sur la forme : il s'agit de onditions sur les préférenesqui garantissent un ertain type de représentation (par l'espérane d'une fontion d'utilitédé�nie sur les onséquenes). Les préférenes sont ensées être beauoup plus �révélables�que les utilités de Bernouilli, lesquelles sont en général onçues omme des onstrutionsthéoriques qui prennent leur sens uniquement dans le ontexte du hoix risqué.
• Quels usages pour le théorème de représentation ? Il y a prinipalement deux usages :� usage normatif : l'axiomatisation sert à évaluer normativement le modèle d'espé-rane d'utilité. En e�et, pourquoi après tout obéir à la maximisation de l'espéraned'utilité ? Pourquoi ne pas suivre une autre règle ? Le théorème suggère que si l'ontrouve les axiomes sur les préférenes plausibles, alors l'espérane d'utilité s'en trouvejusti�ée.� usage desriptif : les préférenes entre loteries sont quasiment observables ; par onsé-quent, une axiomatique omme elle que nous venons de présenter permet de déter-miner les impliations observables du modèle. Typiquement, quand on veut tester lemodèle d'espérane d'utilité, on séletionne un ou plusieurs axiomes (testables) et onobserve le omportement des agents.Dans e qui suit on suppose qu'il existe une �meilleure� loterie P̄ et une �pire� loterie Ptelles que pour tout P ∈ P, P̄ � P � P . Si C �ni et les préférenes sont rationnelles, unetelle on�guration est garantie.Lemme 1 (alibration)Si ≻ satisfait (A1)-(A3), alors pour toute loterie P il existe un unique αP t.q.

P ∼ αP P̄ ⊕ (1 − αP )PPreuve.(a) Existene.Soit αP = sup{α ∈ [0, 1] : αP̄ ⊕ (1 − α)P ) � P}. On va montrer qu'αP ainsi dé�nisatisfait bien la propriété désirée : P ∼ αP P̄ ⊕ (1 − αP )P . Etant donné les hypothèses, ilexiste trois as possibles :(i). αP P̄⊕(1−αP )P ≻ P ≻ P . L'axiome de ontinuité nous onduit à une ontradition.Notons d'abord que pour tout α < αP , P ≻ αP̄ ⊕ (1−α)P . Or, par l'axiome de ontinuité,
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β(αP P̄ ⊕ (1−αP )P )⊕ (1−β)P = βαP P̄ ⊕ (1−βαP )P . Puisque βαP < αP , ontradition.(ii). P̄ ≻ P ≻ αP P̄ ⊕ (1 − αP )P . L'axiome de ontinuité nous onduit derehef à uneontradition par un argument analogue.(iii). P ∼ αP P̄ ⊕ (1 − αP )P est le seul as restant.(b) Uniité. Pour établir l'uniité, on montre d'abord que pour tout α, β ∈ [0, 1],

βP̄ ⊕ (1 − β)P ) ≻ αP̄ ⊕ (1 − α)P ) ssi β > α

(⇒). Supposons que β > α. On peut reérire
βP̄ ⊕ (1 − β)P ) = γP̄ ⊕ (1 − γ)[αL̄ ⊕ (1 − α)P ] où γ = (β − α)/(1 − α)
P̄ ≻ αL̄ ⊕ (1 − α)P
γP̄ ⊕ (1 − γ)[αL̄ ⊕ (1 − α)P ] ≻ αP̄ ⊕ (1 − α)P ) ssi β > α
βP̄ ⊕ (1 − β)P ) ≻ αP̄ ⊕ (1 − α)P ) ssi β > α(⇐). Laissé à votre sagaité. ♠Lemme 2Soit U : P → R la fontion dé�nie par U(P ) = αP ;(i) U(.) représente ≻(ii) U(.) est préservée par mixage i.e. U(βP ⊕ (1 − β)Q) = βU(P ) + (1 − β)U(Q)Preuve. (i) Par le Lemme de alibration, une telle fontion U(.) est bien dé�nie. Le faitque U(.) représente ≻ déoule de la propriété que nous avons utilisée pour montrer qu'ilexiste un unique αP : pour tous α, β ∈ [0, 1], βP̄ ⊕ (1− β)P ) ≻ αP̄ ⊕ (1−α)P ) ssi β > α.(ii) On peut immédiatement aluler que βU(P ) + (1 − β)U(Q) = βαP + (1 − β)αQ.En vertu du Lemme de alibration, on sait que- P ∼ αP P̄ ⊕ (1 − αP )P et- Q ∼ αQP̄ ⊕ (1 − αQ)P

βP ⊕ (1 − β)Q ∼ β[αP P̄ ⊕ (1 − αP )P ] + (1 − β)[αQP̄ ⊕ (1 − αQ)P ]
∼ [βαP + (1 − β)αQ]P̄ ⊕ [1 − βαP − (1 − β)αQ]POr, par appliation de la dé�nition de U , U(βP ⊕ (1 − β)Q) = βαP + (1 − β)αQ] soitexatement βU(P ) + (1 − β)U(Q). ♠.
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• Le théorème de représentation montre omment (en prinipe) on peutmesurer l'utilitévis-à-vis des di�érentes onséquenes (utilité de Bernouilli)Exemple 6Soient 3 onséquenes : j, r, b lassées ainsi :
δj ≻ δb ≻ δr

• �xons onventionnellement u(j) = 1 et u(r) = 0.
• omment mesurer u(b) ? On utilise les loteries :
(j, 3/4; r, 1/4) ≻ b
(j, 1/4; r, 3/4) ≺ bdans e as, 3/4 ≻ u(b) ≻ 1/4
u(b) = α où b ∼ (j, α; r, (1 − α))l'utilité obtenue est ardinale = unique à une transformation a�ne près - f températureLes axiomes garantissent qu'il existe une paire de onséquenes c∗, c

∗ telle que pourtoute loterie P ,
δc∗ � P � δc∗ (1)où δc∗ (resp. δc∗) est la loterie dégénérée qui a pour seule onséquene possible c∗ (resp. c∗).On peut alors dé�nir pour une loterie quelonque P l'utilité omportementale f(P ) de

P :
f(P ) = α (2)où

P ∼ αδc∗ ⊕ (1 − α)δc∗ (3)En vertu des axiomes, α est unique don f(.) est bien dé�nie une fois que f(δc∗) et
f(δc∗) sont �xés ; et f(.) représente ≻ :

P ≻ Q ⇔ f(P ) > f(Q) (4)6 Le �paradoxe� d'Allais
• Soient les deux situations de hoix suivantes :Choix 1 :
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a1 1 M1 a2

1 M0.89 5 M0.10 00.01Choix 2 :
a3

5 M0.10 00.9 a4

1 M0.11 00.89Comportement modal : a1 ≻ a2 et a3 ≻ a4Intuition : dans le Choix 1, il ne vaut pas la peine de repartir ave 0 euro pour avoir unehane modérée d'obtenir 5M. Don a1. Dans le Choix 2, on a dans tous les as une trèsgrande hane de repartir ave 0 euro. Dans e as, autant sari�er une petite partie desa probabilité de gagner pour gagner vraiment beauoup dans l'éventualité où l'on gagne.Don a3.
• Qu'est-e qui ne va pas (du point de vue du MEU) ave le omportement modal ?On peut onevoir a1, ..., a4 omme des loteries omposées. Considérons en e�et les loteries

P, Q, Φ0, Φ1 :
P = Φ1 1 M1 Q

5 M10/11 01/11Φ0 0 M1On peut failement véri�er que
⊲a1 = 0.11P ⊕ 0.89Φ1

⊲a2 = 0.11Q ⊕ 0.89Φ1

⊲a3 = 0.11Q ⊕ 0.89Φ0

⊲a4 = 0.11P ⊕ 0.89Φ0

⇒ le omportement modal viole l'axiome d'indépendane
• Une première représentation des quatre loteries :
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a1 1M 1M 1M
a2 0 1M 5M
a4 1M 0 1M
a3 0 0 5M

• Seonde représentation : le triangle de Marshak-Mahina orrespondant

(a1, a2) et (a3, a4) sont des droites parallèles. On peut en e�et véri�er que- la droite (a1, a2) est dérite par y = 10x- la droite (a3, a4) est dérite par y = 10x − 8.9Remarque 1 : soient deux loteries P et Q et soient les α-mixages L1 = αP ⊕ (1 − α)Ret αQ ⊕ (1 − α)R. On peut montrer que, en toute généralité, les droites (P, Q) et L2 =
(αP ⊕ (1 − α)R, αQ ⊕ (1 − α)R) sont parallèles- la droite (P, Q) a pour pente a = (xP − xQ)/((yP − yQ)
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− xL2

)/((yL1
− yL2

). Compte tenu du faitque xL1
= αxP + (1 − α)xR et mutatis mutandis pour les autres oordonnées, on peutfailement véri�er que a′ = a.Remarque 2 : par ailleurs, dans notre as partiulier, les deux segments ont la mêmelongueur. Ce n'est pas le as général.Le point ruial est le suivant : si les préférenes de l'agent obéissent aux axiomes duMEU, alors quelles qu'elles soient, si a1 est préféré à a2, alors a4 doit être préféré à a3(et réiproquement). Pourquoi ? Pare que, omme nous l'avons vu lors du dernier ours,dans le triangle MM les ourbes d'indi�érene d'un agent se onformant au MEUsont (1) linéaires et (2) parallèles entre elles. Les ourbes d'indi�érenes �observées�orrespondent plut�t à la �gure suivante, où les ourbes ne sont pas parallèles mais partentdans plusieurs diretions (fan out). a1 est �au-dessus� de a2 tandis que a4 est �en-dessous�de a3.

7 Disussion normative du paradoxe d'Allais
• L'artile d'Allais (1953) remet en question tant l'interprétation desriptive que l'in-terprétation normative du MEU. Voii une remarque méthodologique très intéressante del'artile qui le rapprohe de e que nous avions dit à propos de l'équilibre ré�éhi :
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⊲ �Dé�nition expérimentale de la rationalité. Si on ne veut pas, ou si on ne peut pas,reourir à une dé�nition abstraite de la rationalité, on ne peut que reourir à l'ex-périene et observer e que font e�etivement les hommes dont on a par ailleurs desraisons de penser qu'ils se omportent rationnellement.�
• Savage (le grand théoriien de l'espérane d'utilité) a suivi le omportement modal !Savage revient sur sa réponse dans Savage (1954,pp. 101-3), orrige sa première réponse ettente de justi�er ette orretion. Voii en substane le raisonnement que propose Savage1 2-90 91-100

a1 1M 1M 1M
a2 0 1M 5M
a4 1M 0 1M
a3 0 0 5M(a) Les tikets 2-90 ne peuvent départager les loteries dans les deux hoix. Il faut donseulement regarder e qui se passe pour les tikets 1 et 91-100. (b) Si l'on se onentreuniquement sur e qui se passe pour les tikets 1 et 91-100, les deux hoix sont identiques.La question qui se pose est simplement elle de savoir si je suis prêt à éhanger un tiketà 1M ontre la transformation de 10 tikets à 1M en 10 tikets à 5M. () Savage préfère�nalement a1 à a2 et a4 à a3.Problème : ette réponse revient à justi�er l'axiome d'indépendane...en l'invoquant. Savagen'a pas prétention à fonder l'axiome d'indépendane, don il n'y pas de pétition de prinipe.Mais pour quelqu'un qui remet en ause l'axiome, la réponse n'est pas satisfaisante.

• La disussion normative sur l'axiome d'indépendane (et par onséquent sur le pa-radoxe d'Allais) a onnu un profond renouvellement à la �n des années 1980 ave destentatives de justi�ation dynamique de l'axiome. Pour les omprendre, il faut saisir ladistintion hoix statique vs. hoix dynamique. En gros,- hoix statique : les hoix de l'agent sont faits avant que la Nature n'agisse. Une fois quel'agent a pris sa déisino initiale, il n'y a plus d'endroit où il puisse intervenir. Attention :les loteries omposées (dont on a vu qu'elles onstituaient une nterprétation fréquente del'α-mixage) sont étendues temporellement mais sont statiques : l'agent hoisit au début,et ensuite la Nature intervient en deux temps. Exemple : hoix entre αP ⊕ (1 − α)Q et
βR⊕(1−β)S. L'agent hoisit l'une des deux loteries omposées. Ensuite la Nature onduità une onséquene en deux temps.En termes d'arbre de déision : un arré initial, puis un (loteries simples) ou plusieurs(loterie omposées) ronds.
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- hoix dynamique : ertaines déisions sont prises après ertaines résolutions de l'in-ertitude, i.e. après que la Nature ait joué ertains de ses oups.En termes d'arbre de déision : un arré après un rond.

Dans une situation de hoix dynamique, on peut distinguer le hoix plani�é au départ àun noeud de déision du hoix e�etif de l'agent en e noeud qui peut di�érer du premier.On parle de ohérene dynamique quand il n'y pas de di�érene entre le hoix plani�épour un noeud de déision futur et le hoix e�etué en e noeud et d'inohérene dynamiquequand l'agent hange d'option lorsqu'il arrive au noeud de déision.
• L'argument d'inohérene dynamique, version ourte (Mahina, 1989)
⊲étape (1) : quelles sont vos préférenes entre P et Q ?
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P 1 M1 Q

5 M10/11 01/11
⊲étape (2) : Supposons que P ≻ Q. Cela implique que dans l'un des deux arbresdynamiques de la �gure préédente, vous allez revenir sur l'un de vos hoix plani�és =inohérene dynamique. Pour l'individu typique, il s'agit de l'arbre de droite où il hoisit

a3 plut�t que a4 initialement en vertu de l'équivalene stratégique ave l'arbre de déisionstatique. En vertu de sa préférene pour P , quand l'individu arrive au noeud de déision(dans l'arbre dynamique de droite don), il va revenir sur sa déision et opter pour a4.Attention : bien sûr il n'est pas toujours rationnel d'en rester à une déision plani�ée. Maisdans le as présent, il s'agit par hypothèse d'une déision prise ave toute l'informationdisponible : l'agent onnaît au moment initial toute l'information qu'il saura au momentoù il arrivera au noeud de déision.Pour Mahina (1989) l'argument d'inohérene dynamique repose sur une prémisseimpliite, le onséquentialisme ; et ette prémisse est inappropriée. L'hypothèse onsé-quentialiste intervient quand on suppose que si l'agent aboutit au noeud de déision où la�n de l'arbre se présente omme un hoix entre P et Q, il doit faire le même hoix que dansun problème de déision où il hoisit simplement entre P et Q. Pour Mahina, e qui s'estpassé avant dans l'arbre peut ompter. L'hypothèse onséquentialiste n'est pas appropriéepour des agents dont les préférenes ne sont pas séparables (≈ ne satisfont pas l'axiomed'indépendane)Exemple 7 (Abigail, Benjamin et Maman.)Maman a une gourmandise indivisible qu'elle peut donner à l'un de ses deux enfants maisqui ne peut être partagée. Maman préfère stritement que l'un des deux enfants l'obtienneplut�t qu'auun ne l'obtienne (A ∼ B ≻ 0). Mais elle préfère stritement un tirage ausort 50/50 au fait de le donner à l'un des deux : (1/2, A; 1/2) ≻ A ∼ B - e qui estimmédiatement inompatible ave le MEU.Benjamin essaie d'exploiter l'�inohérene dynamique� de Maman : la pièe tombe sur lafae favorable à sa soeur, mais juste avant que Maman ne donne à Abigail la gourmandise,il lui rappelle que (1/2, A; 1/2) ≻ A et lui fait remarquer que par onséquent elle devraitrelaner la pièe. Il proède de la même façon tant que la pièe ne lui est pas favorable.Réplique de Maman : �Tu as eu ta hane !� Ce qui signi�e que l'événement nonréalisé (fae favorable à Benjamin) importe pour les préférenes atuelles : au départ,
(1/2, A; 1/2) ≻ A, mais après que la pièe ait été favorable à Abigail, (1/2, A; 1/2) ≺ A.Mais ela, Maman peut le dire dès le départ : sans onséquentialisme, il n'y a pas d'ino-hérene dynamique.
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• Wakker (1999) se propose de omplètement expliiter les hypothèses auxiliaires quiinterviennent dans les arguments de ohérene dynamique. Voii sa reontrution :
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Les prinipes en jeu :
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Q également quand auparavant il aurait pu se faire selon la probabilité 1 − λ que je n'aipas le hoix entre P et Q mais que j'obtienne néessairement C. indépendane vis-à-vis desévénements passés ontrefatuels : �a hoie at a deision node...is made independently ofrisks forgone in the past.�dynami onsisteny : si je hoisis P plut�t que Q après que la Nature ait résolul'inertitude entre le hoix entre P et Q d'une part et C d'autre part, alors je me déidepour P plut�t que Q au as où j'en ai le hoix dès avant que la Nature ait résolu l'inertitude.ohérene dynamique : e qu'il est optimal de faire en t est indépendant du moment auquelil est déidéontext-independene : si je me déide pour P plut�t que Q au as où j'en ai le hoixdès avant que la Nature ait résolu l'inertitude, alors je me déide pour la loterie omposéede P et de C plut�t que pour la loterie omposée de Q et de Crédution : si je me déide pour la loterie omposée de P et de C plut�t que pour laloterie omposée de Q et de C, alors je me déide pour le mixage de P et de C plut�t quepour elui de Q et de C

• Appliation au Paradoxe d'Allais :
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• L'exemple d'Allais est une instane du ommon onsequene e�et :hoix 1 a1 = αδc ⊕ (1 − α)L3 a2 = αL1 ⊕ (1 − α)L3hoix 2 a4 = αδc ⊕ (1 − α)L2 a3 = αL1 ⊕ (1 − α)L2où(i) δc est la loterie (dégénérée) qui produit la onséquene c ave ertitude [dans le PA,il s'agit de P soit 1M℄.(ii) L1 est une loterie qui omprend au moins une issue meilleure que c et une issuemoins bonne que c [dans le PA,Q dont les onséquenes sont 0M et 5M℄(iii) L3 domine stohastiquement L2 [dans PA, Φ0 dom.stoh. φ1℄On parle de �onséquene ommune� pare que a1 et a2 (resp. a3 et a4) ont pouronséquene ommune L3 (resp. L2). Pour l'interprétation, voir Mahina (1987), p. 10 :onevons es loteries omposées omme issues d'un tirage d'une pièe qui tombe sur le�té α ou sur le �té (1 − α). Ce qui se passe, 'est que l'aversion au risque des déideurssur e qui peut se passer si α hange selon e qui se passe si (1−α). Meilleure est la loterieobtenue si (1 − α), plus le déideur est risquophile. Une façon de l'interpréter : déjà, si α,je perds beauoup, alors je ne veux pas prendre de risque.Dé�nition 7Une loterie P = (p1, ..., pn) domine stohastiquement une loterie Q = (q1, ..., qn toutesdeux dé�nies sur un ensemble X = {x1, ..., xn} tq x1 ≺ ... ≺ xn ssi pour tout i = 1, ..., n,

∑n

j=1 pj ≥
∑n

j=1 qjave une inégalité strite pour au moins un i.Autrement dit P domine stohastiquement Q ssi pour tout i, la probabilité d'avoir aumoins i est plus forte ave P qu'ave Q.Dé�nition 8Les préférenes d'un agent sont monotones ssi elles se onforment à la dominane sto-hastique ssi si P domine stohastiquement Q, alors P est stritement préféré à QIl est aisé de véri�er que si les préférenes d'un agent se laissent représenter par unefontion d'utilité vN-M, alors elles sont monotones.
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• Voii une autre anomalie qui met en jeu l'axiome d'indépendane :hoix 1 c1 = (p, X; 1 − p, 0) c2 = (q, Y ; 1 − q, 0)hoix 2 c3 = (rp, X; 1 − rp, 0) c4 = (rq, Y ; 1 − rq, 0)ave p > q, 0 < X < Y et r ∈ (0, 1). Comme pour le ommon onsequene e�et, on peutvoir ave le triangle de Marshak-Mahina que le MEU implique c1 ≻ c2 ssi c3 ≻ c4 (suitde l'axiome d'indépendane).

Exemple 8 (ommon ratio e�et, KT79)hoix 1 c1 = (0.8, 4000) c2 = (1, 3000)hoix 2 c3 = (0.2, 4000) c4 = (0.25, 3000)Comportement modal : c1 ≺ c2 (80 %) et c3 ≻ c4 (65 %)Interprétation : �Apparently, reduing the probability of winning from 1.0 to 0.25 hasa greater e�et than the redution from 0.8 to .2�
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• Voii le �re�etion e�et� :hoix 1 c1 = (0.8, 4000) c2 = (1, 3000)hoix 2 c′1 = (0.8,−4000) c′2 = (1,−3000)Comportement modal : c1 ≺ c2 et c′1 ≻ c′2Interprétation : c1 ≺ c2 manifeste risquophobie pour les gains ; mais c′1 ≻ c′2 mani-feste risquophilie pour les pertes.
• ...mais risquophilie pour les petites probabilités de gain

hoix 1 d1 = (1, 500) d2 = (0.5, 1000)hoix 2 d′
1 = (1, 5) d′

2 = (0.001, 5000)Comportement modal : d1 ≻ d2 (84 %) et d′
1 ≺ d′

2 (72 %)
• ...et risquophobie pour les petites probabilités de pertes !hoix 1 e1 = (1,−500) e2 = (0.5,−1000)hoix 2 e′1 = (1,−5) e′2 = (0.001,−5000)Comportement modal : e2 ≻ e1 (65 %) et e′1 ≻ e′2 (83 %)
• On obtient don la struture quaternaire suivante d'attitudes par rapport aurisque : petites proba. proba. moyenne à fortegain risquophile risquophobeperte risquophobe risquophile
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• Je ne vais pas faire un panorama de l'ensemble des modèles alternatifs. Je vais direquelques mots de la Prospet Theory de Kahneman & Tversky (1979). Il y a 2 omposantesentrales de la Prospet Theory :1. une fontion de pondération π : [0, 1] → [0, 1] qui déforme les probabilités("probability weighting funtion") : �deision weights are inferred from hoies bet-ween prospets muh as subjetive probabilities are inferred from preferenes in theRamsey-Savage approah. However, deision weights are not probabilities : they donot obey the probability axioms and they should not be interpreted as measures ofdegree of belief...Deision weights measure the impat of events on the desirability ofprospets and not merely the pereived likelihood of these events.�

π(0) = 0 et π(1) = 1. La fontion de pondération sur-pondère les petites probabilitéset sous-pondère les probabilités moyennes à fortes.

2. une fontion de valeur v(.) analogue de la fontion d'utilité de Bernouilli dans leMEU. v(.) est(i) onave pour les gains(ii) onvexe pour les pertes(iii) steeper pour les pertes que pour les gains (loss aversion)
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�An essential feature of the present theory is that the arriers of value are hanges inwealth or welfare rather than �nal states. This assumption is ompatible with basi prin-iples of pereption and judgment. Our pereptual apparatus is attuned to the evaluationof hanges or di�erenes rather than to the evaluation of absolute magnitudes.�A partir de la fontion de pondération et de la fontion de valeur, on obtient la fontion
V (.) qui évalue les loteries :

(1)V (P ) = π(p1)v(c1) + π(p2)v(c2) (5)Cela vaut pour c1, c2 ni stritement positifs tous les deux, ni stritement négatifs. Sil'on est dans l'un ou l'autre de es as de �gure, alors, supposons que c2 soit la omposantela moins risquée (la plus prohe de 0),
(2)V (P ) = v(c2) + π(p1)[v(c1) − v(c2)] (6)L'équation (1) se réduit à l'équation (2) si π(p1) + π(1 − p1) = 1 - e qui n'est pas leas général. Dans Kahneman & Tversky (1979), l'équation (2) est introduite pour rendreompte de l'anomalie de l'assurane probabiliste mais - sauf erreur de ma part - n'intervientpas dans l'expliation des autres anomalies.La fontion V (.) ave les aratéristiques dérites auparavant de v(.) et π(.) permet derendre ompte (1) des 4 attitudes typiques vis-à-vis du risque, (2) du ommon onsequenee�et et (3) du ommon ratio e�et.

• (1) attitudes par rapport au risque
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1 = (0.25,−6000) f ′

2 = (0.25,−4000; 0.25,−2000)Comportement modal : f1 ≺ f2 et f ′
1 ≻ f ′

2On applique l'équation (1) :
V (f1) < V (f2) ⇔ π(0.25).v(6000) < π(0.25).[v(4000)+v(2000)]⇔ v(6000) < [v(4000)+

v(2000)] - e dont on peut rendre ompte par v onave pour les gains.
V (f ′

1) > V (f ′
2) ⇔ π(0.25).v(−6000) > π(0.25).[v(−4000) + v(−2000)] ⇔ v(−6000) <

[v(−4000) + v(−2000)] - e dont on peut rendre ompte par v onvexe pour les gains.Attention : dans le MEU, l'attitude par rapport au risque dépend exlusivement de lafontion d'utilité. Dans la PT, e n'est plus le as : la fontion de pondération partiipeégalement à l'attitude par rapport au risque.hoix 1 g1 = (0.001, 5000) g2 = (1, 5)hoix 2 g′
1 = (0.001,−5000) g′

2 = (1,−5)Comportement modal : g1 ≻ g2 et g′
1 ≺ g′

2 (risquophilie pour gain et risquophobie pourperte).
g′
1 ≻ g′

2 ⇔ π(0.001).v(5000) > v(5) don π(0.001) > v(5)/v(5000) > 0.001 si v estonave. π grossit don les petites probas.
• (2) ommon onsequene e�etChoix 1 :
a1 1 M1 a2

1 M0.89 5 M0.10 00.01Choix 2 :
a3

5 M0.10 00.9 a4

1 M0.11 00.89Comportement modal : a1 ≻ a2 et a3 ≻ a4. On en infère v(1M) > π(0.89).v(1M) +
π(0.10).v(5M) et π(0.10).v(5M) > π(0.11).v(1M). Don

v(1M) > π(0.89).v(1M) + π(0.11).v(1M)
v(1M) > [π(0.89) + π(0.11)].v(1M)
1 > π(0.89) + π(0.11)
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• (3) du ommon ratio e�ethoix 1 c1 = (0.8, 4000) c2 = (1, 3000)hoix 2 c3 = (0.2, 4000) c4 = (0.25, 3000)Comportement modal : c1 ≺ c2 (80 %) et c3 ≻ c4 (65 %)
π(1).v(3000) > π(0.8).v(4000) et π(0.2).v(4000) > π(0.25).v(3000)
π(1)/π(0.8) > v(4000)/v(3000) et v(4000)/v(3000) > π(0.25)/π(0.2)
π(1)/π(0.8) > π(0.25)/π(0.2)De manière générale, pour p > q et r ∈ (0, 1), la propriété de subproportionality est lasuivante : π(p)/π(q) > π(rp)/π(rq).
• La subertainty (π(p) + π(1− p) < 1) implique l'une des propriétés les plus ontro-versées de la PT : la violation de la dominane stohastique (plus préisément, de lamonotonie). Supposons en e�et que π(p) + π(1 − p) < 1. Alors il existe un ǫ > 0 tq

(x, p; x + ǫ, 1 − p) ≻ (x, 1). Or, (x, 1) dominique stohastiquement (x, p; x + ǫ, 1 − p).
• violation de la monotonie, TK86Problem 7 (N = 88) Consider the following two lotteries, desribed by the perentage ofmarbles of di�erent olors in eah box and the amount of money you win or lose dependingon the olor of a randomly drawn marble. Whih lottery do you prefer ?1Option A90 white 6 red 1 green 1 blue 2 yellow0 win 45 win 30 lose 15 lose 15Option B90 white 6 red 1 green 1 blue 2 yellow0 win 45 win 45 lose 10 lose 15Problem 8 (N = 124) Whih lottery do you prefer ?Option C90 white 6 red 1 green 3 yellow0 win 45 win 30 lose 15Option D90 white 7 red 1 green 2 yellow0 win 45 lose 10 lose 15
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